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Beispiele

o -

Anmerkung: wenn der Wahrheitswert einer Formel in einem
Modell nicht von der Belegungsfunktion abhangt, kann die

Belegungsfunktion weggelassen werden. Statt [gp]é”
schreibt man also einfach [o]V.

® [FrAnimal(z)|M =1

)
® [Fz(Animal(z) A Run(2))|M =1
® [Gz(Animal(z) — Run(z))]¥ =1
® [Vz(Animal(z) — Run(z))]™ =0
® [JzScream(z)|M =0

o |
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Unentscheidbarkeit

o N

o fur endliche Modell lasst sich Wahrheitswert immer
bestimmen

# in unendlichen Modellen Bestimmung des
Wahrheitswerts nicht immer maoglich
s Beispiel: Primzahlzwillinge
» Modell: System der natiurlichen Zahlen

» Wahrheitswert der folgenden Formel (mit der
Intendierten Interpretation der Pradikate) ist
unbekannt:

Vady3dz(x < yAPrimzahl(y)APrimzahl(z)APlus(y, 2, 2))

o |
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Folgerung

o N

o wesentlich fur Logik ist Begriff der Folgerung
# Wahrheit ist quasi ein Hilfsbegriff
#® Wie lasst sich pradikatenlogische Folgerung definieren?

o |
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_ogische Folgerung

o N

Definition 1 (Logische Folgerung) Aus den Pramissen
©1, ...,y folgt die Konklusion ¢ logisch — formal notiert als

gpl...,gpniw

genau dann wenn fur alle Modelle M und alle
Belegungsfunktionen g gilt: wenn [gpi]éw = 1 far alle

1 <4 < n, dann gilt auch [w]éw — 1.

o |
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o N

# die aussagenlogischen Definitionen flr die anderen
logischen Eigenschaften/Relationen lassen sich analog
auf die Pradikatenlogik Ubertragen:

o |
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Tautologien

-

Definition 2 (Tautologie) Eine Formel ¢ ist eine
typentheoretische Tautologie, formal notiert als

= P

genau dann wenn fur alle Modelle M und alle
Belegungsfunktionen ¢ gilt:

ol =

|
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Kontradiktionen

o N

Definition 3 (Kontradiktion) Eine Formel ¢ ist eine
typentheoretische Kontradiktion genau dann wenn fur alle
Modelle M und alle Belegungsfunktionen ¢ gilt:

el =0

o |
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Logische Aquivalenz
—

Definition 4 (Logische Aquivalenz) Zwei Formeln ¢ und
Y sind logisch aquivalent, formal notiert als

p =P

genau dann wenn fir alle Modelle M und alle
Belegungsfunktionen ¢ gilt:

o |
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-

die metalogischen Theoreme der Aussagenlogik (siehe
Folien Teil 2 und Teil 3) gelten auch fur die
Pradikatenlogik

wie zeigt man, dass z.B. eine Formel eine Tautologie
ISt?

Beispiel:
)
= V- P(x) — -3y P(y)

zwel semantische Methoden:
s Umformung in eine mengentheoretische Aussage
s Versuch, ein Gegenmodell zu konstruieren

|
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Reduktion auf Mengentheorie

o N

ZU beweisen ist:

» firalle M und g: [Va—P(z) — —JyP(y)]}) =1
schrittweise Umformung (Anwendung der Definitionen)

1. fur alle M und ¢g: max([1 — [Vz—P(x )] =3y Py )] ) =1

2. fur alle M und g:

max([1 — miﬂaeE([ﬁP(x)]g[Ia/x])’ 1 - [EIyP(y)]éw) =1
3. fur alle M und g:

max(|1 — mingep(1 — [P(z)] a/:l:) B

maxpe ([P (y)] [b/y])) 1
4. far alle M und g:

 max(maxeep(P@)Y, ). 1 — maxsep(PO)Y,) =1 |




Reduktion auf Mengentheorie

o N

o die letzte Zeile besagt praktisch: flr eine bestimmten
Wahrheitswert «:

max(a, 1l —a) =1

® das ist naturlich immer wahr
# damit ist die urspringliche Formel eine Tautologie
® Methode ist umstandlich manchmal nicht sehr erhellend

o |
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°

Gegenmodell-Methode
-

alternative Methode: Konstruktion eines Gegenmodells

ldee: indirekter Bewels

s angenommen, die Formel ist keine Tautologie

o das bedeutet, dass es ein Modell und eine

Belegungsfunktion gibt, die die Formel falsch
machen

» man versucht, ein solche Modell (samt zugehoriger
Belegungsfunktion) zu konstruieren

s wenn dieser Versuch auf einen Widerspruch fuhrt,
muss die Formel eine Tautologie sein

|
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® Also: Vz—P(x)|M

Gegenmodell-Methode

Angenommen: es gibt M und ¢, so dass
Vz=P(z) — =3yP(y)]y’ =0

_ M __
1M — 1 und -3y P(y))M =0

® Also: [Vz—P(x)] = 1 und [3yP(y)]¥ = 1

® Also: mingcg([-P(z)]™ , ;) =1 und

gla/x]
maXbeE([P(y)]g[b/y]) =1

Also: min,ep(1 — [P(z)]X , ) =1und
maXbeE([P(y)]g[b/y]

o
®
-
n
O
-
-
)
-y
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Gegenmodell-Methode
I | -

o Beispiel fur Nicht-Tautologie:
VedyRxy

# Annahme: es gibt (Gegen-)Modell M und Belegung ¢
so dass:

P [VxﬂyRa:y]éw =0

s also: minaeE[Hnyy]]\fa/x]] =0

s also: fureina € E: [AyRxy] [a/x]] 0
s also: maxycp[Ray]™ gla/zlb/y] = O

s also: fur alle b € E: [Rxy|Y gla/zlb/y] = O

L s also: furalleb € E: {(a,b) € F(R) J
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Gegenmodell-Methode
B -

# einfachstes Modell, dass diese Bedingung erfullt:
s M =(E,F)
s EF={a}
s F(R)=10

#® Gegenmodell-Methode kan bis zu gewissem Grad
mechanisiert werden:

# Wahrheitsbaum-Methode fur Pradikatenlogik
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Wahrheitsbaum-Kalkul fur PL

o N

# Alle Regeln des aussagenlogischen
Wahrheitsbaum-Kalkdls bleiben gultig

# es kommen vier neue Regeln hinzu, zwei pro Quantor



Regeln
f # Allguantor T

(V) Vzo
/x|y

wobel ¢ eine beliebige Konstante ist, die im selben Ast
vorkommt. Wenn in dem Ast noch keine Konstante
vorkommt, kann c frei gewahlt werden.

#® EXistenzqguantor
(3)  Fze
/x|

wobel ¢ eine beliebige Konstante ist, die im selben Ast
nicht vorkommt.

o |
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Regeln
- -

# Negation + Allquantor

(Neg+V) —Vzxp
/x|
wobel c eine Konstante ist, die weiter oben im selben
Ast nicht vorkommt
# Negation + Existenzquantor

(Neg+3) —Jdzp
c/x]

wobel ¢ eine beliebige Konstante ist, die im selben Ast
L vorkommt. Wenn in dem Ast noch keine Konstante J
vorkommt, kann c frei gewahlt werden.
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Regeln

o N

# Die Regeln (3) sowie (—V) durfen auf eine Formel nur
einmal angewandt werden.

# Die Regeln (V) sowie (—3) kdnnen fur jede Konstante im
jewelligen Ast einmal angewandt werden

o Faustregel: wenn man die Wahl hat, immer zuerst (3)
und (—V) anwenden, erst dann (V) bzw. (—3)

o |
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Beispiele

1. =(Vx—Pxr — —-dzPzx) (A)
2. Ve Px (1)
3. ——dzPx (1)
4, dzPx (3)
5. Pa (4)
6. —Pa (2)
7. X (5,6)

Die Annahme, dass Vz—Px — —-dxPzx In einem Modell
falsch, die Negation —(Vx—Px — —dzPx) also wahr ist, hat
zu einem Widerspruch gefuhrt. Also ist die erstgenannteJ

Formel eine Tautologie.
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Beispiele

1. =VaxdyRxy (A)
2. —dyRay (1)
3. Raa (2)

Der Ast bleibt offen, obwohl keine Regeln mehr angewandt

)

werden konnen. Die Formel Vz3yRxy ist also keine Tautolo-

gle.

|
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Folgerungen und Wahrheitsbaume

o N

# logische Folgerungen kdnnen ebenfalls im
Wahrheitsbaum-Kalkil bewiesen werden

# analog zur Aussagenlogik muss fur einen indirekten
Bewels einer Folgerung angenommen werden, dass
s die Pramissen alle wahr sind, und
s die Konklusion falsch ist

# also beginnt ein Wahrheitsbaum flr eine Folgerung mit

den Pramissen sowie der Negation der Konklusion als
Annahmen

o |
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Beispiele

Ve P(x) = YyP(y)

1. VaP(x) (A
2. —VyP(y) (A
3. =P(a) (2
4. P(a) (1
5. X (3,4



Beispiele



Beispiele

JxP(z) & P(a)

1. dzP(x) (A)
2. =P(a) (A
3. P(a) (1)

X (2,3)

FALSCH!!



Beispiele

JxP(z) & P(a)

1. dxzP(x) (A)
2. =P(a) (A
3. P (1)

RICHTIG



Beispiele

JaVyR(z,y) = YydzR(x,y)

1. JazVyR(z,y) (A)
2. VydzR(z,y) (A)
3.  VyR(a,y) (1)
4.  —dzR(x,b) (2)
5. R(a,b) (3)
6. -R(a,b) (4)

)



Unentscheidbarkeit

)
= JdzVyR(x,y)

—JaVyR(z,y) (A)

N O =
J
<C
N
v
—~
S



Unentscheidbarkeit

o N

# Ast liel3e sich beliebig lange fortsetzen, ohne je auf
einen Widerspruch zu stof3en

o generell gilt:

s nur logische Folgerungen lassen sich im
Wahrheitsbaum-Verfahren beweisen (Korrektheit des
Verfahrens)

o fur jede logische Folgerung gibt es einen Bewels im
Wahrheitsbaum-Verfahren (Vollstandigkeit des
Verfahrens

s es gibt aber keine Garantie, dass man eine
Nicht-Folgerung als solche erkennt

s Verfahren kann im Prinzip unendlich lange ohne
Ergebnis laufen

|
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Unentscheidbarkeit

o N

® es gibt auch kein anderes mechanisches Verfahren,
das es erlaubt, Folgerungen von Nicht-Folgerungen
garantiert zu Unterscheiden (Unentscheidbarkeit der
Pradikatenlogik)

o |
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